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Institucion Universitorig CONCEPTOS BASICOS VECTORES EN EL ESPACIO

CASO 1.

Cuando me dan la fuerza y 2 angulos ( uno con respecto a un eje y otro con
respecto a un plano.

cos? 0, + qoszoy +cos B, = 1.

F,=Fcosl,

F;=Foosd, F,=Fosh, F =Foosf,

F=Fit+Fjt+Fk

¥, = Fj cos ¢ = F sen 0, cos ¢
F.= F; sen ¢ = F sen 6, sen ¢
L osen sen 6, sen FE/RTAT R

F. g
mor=7f' (Y)So_.,=% ('050:»-’-%

Fuente libro de Beer Johnston
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Institucion Universitaria

CASO 2.
Cuando nos dan el angulo que forma la fuerza con cada uno de los gjes.

6l

XF,--O EFy=0 EF:=0 F=Fi+ Fj+Fk F=VF+F,+F;
.F,=F0050,I Fy=P0060!, F;-'-F(X)Soz (7080,—1% m0y=% m-.-e;%

Fuente libro de Beer Johnston
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EJEMPLO CASO 1

Institucion Universitaria

Ejemplo 1. Una fuerza de 500 N forma dngulos de 60°, 45° y 120° con
los ejes x, y v z, respectivamente. Encuentre las componentes F., F, v F, de

la fuerza.

Sustituyendo F = 500 N, 8, = 60°, 6, = 45° y 8, = 120° en las f6rmu-
las (2.19), se escribe
F, = {500 N) cos 60° = +250 N
¥, = {500 N) cos 45° = +354 N
F, = (500 N) cos 120° = —250 N

Usando en la ecuacién (2.20) los valores obtenidos para las componentes es-

calares de F. se tiene
F = (250 N)i + (334 N)j — (250 N)k

Fuente libro de Beer Johnston
MEDELLIN !
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Institucion Universitaria

Ejemplo 2. Una fuerza F tiene las componentes F, = 201b, F, = =30
b y F. = 60 Ib. Determine la magnitud de F y los dngulos 6., 8, v 0. que
ﬁ)rmu ocon ]()S (‘jt‘s C!Klr(lt'nil(l()s.

A partir de la férmula (2.18) se obtiene

F=VE+F +F2
= V(20 Ib)2 + (=30 Ib}® + (60 Ib)
=V4900Th=701h

Si se sustituyen los valores de las componentes y la magpitud de F en las
ecuaciones (2.25), se escribe

e - Fo _ 20D o _ Fu _ =301 o E. _ 60Ib
S D i— Os i S 0, = === T eee—
2= F 70 T F b T"TF T 70b

Calculando sucesivamente cada cociente v su arco coseno, se obtiene
0, =734° 6, = 1154° 8. = 31.0°

Estos cdleulos pueden realizarse ficilmente con una caleuladora.

Fuente libro de Beer Johnston

MEDELLIN

con amor.
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CASO 3.
Cuando me dan las coordenadas del punto donde nace la fuerza hasta el punto
donde termina.

SF,=0" $F,=0' 3P, =0

dy=y = MN \
1 Yo=Y A = % — -%-((,ri - d’,&i - (Izk.)
_______ M (

di=2e= 2, <0

L)

.‘,‘(l ‘j]- le d;:fz— ‘] =——=
/o___. MN =d,i+dj+dk
: Figura 2.34 Fd R
F! = X . Fy 3 ﬂ FS = F—dz_
d d d
F=FA=S(di+dj+dk di ol d
> W 2 cos 6, = — cos 6, = cos 9, = —
o d d d
Fuente libro de Beer Johnston
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EJEMPLO CASO 3

PROBLEMA RESUELTO 2.7

El alambre de una torre estd anclado en A por medio de un pemo. La ten-
sién en el alambre es de 2 500 N. Determine 4) las componentes F,, FyyF,
de la fuerza que achia sobre el pemo y b) los édngulos 8., 6, v 6. que definen
la direccién de la fuerza. '

SOLUCION

a) Componcentes de la fuerza. La lfnea de accidn de la fuerza que
acttin sobre el pemo pasa por A y B v la fuerza estd dirigida de A hacia B. Las
componentes del vector AL, que tenen la misma direccién que la fuerza, son

y

d, = —40 m d, = +30m d, = +30 m

La distuncin total de A o B es

F
e B Ay
Al representar por i, j v k los vectores unitarios a lo largo de los ejes coor-
denados, se tiene

S0

AB = —(40 m)i + (80 m)j + (30 m)k

/“ Introduciendo el vector unitario A = AB/AB, se escribe
e o AB _ 23500 N—
z N 943 m B

Si se sustituye la expresién encontrada para AB, se obtienc

2 500 N ;
F = LB o [—{(40 m)i + (80 m3j + (30 m)k]

F = —{1 060 N)i + (2 120 N)j + (795 Nk

u
ln Por consiguiente, las componentes de F son

Fuente libro de Beer Johnston

MEDELLIN

con amor.
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For consiguiente, las componentes de I son

F.=—1060N F,=+2120N F.=+T95 N <

o

b) Direccion de la fuerza. Con las ecuaciones (2.25), se escribe

F, _ —1060N F, _+2120N
e ”—x—— » qiv—
€00 =F = 2s00N %" F " 250N
F. +795N
- cos 6, = % = ,

Si se caleula sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene

6. = 115.1° 6, = 32.0° 0.=715" <4

(Nota: El resultado también pudo haberse determinado con las componentes
y la magnitud del vector AB en lugar de la fuerza F.)

Fuente libro de Beer Johnston

MEDELLIN

con amor

Instituto Tecnoldgico Metropolitano  ismmucion uvessman soscem awacawinoemeorn —— WWW.Itm.edu.co .. -




EJEMPLO 2 . CASO 3

PROBLEMA RESUELTO 2.8

Una seccién de una pared de concreto precolado se sostiene temporalmente
por los cables mostrados. Se sabe que la tensién es de 840 Ib en el cable AB
y 1 200 Ib en el cable AC, determine la magnitud y la direccién de la resul-
tante de las fuerzas ejercidas por los cables AB y AC sobre la estaca A.

SOLUCION

Componentes de las fuerzas.  La fuerza ejercida por cada cable so-
bre la estaca A se descompondri en sus componentes x, y y z. Primero
se determinardn las componentes y lu magnitud de los vectores AB y AC,
midiéndolos desde A hacia la seccién de la pared. Si se representa por i, j y
k a los vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados, se escribe

AB = —(16 fi + (8 ) + (11 fk AB = 21 ft
AC = —(16 fi + (S fyj — (16 f)k AC =24 1t

Al representar por Aas al vector unitario a lo largo de la linea AB, se tiene

X . AB 840 Ib —
Tan = Tanhan = lAll:E " ‘F‘ﬂ‘ﬂ

Al sustituir la expresién encontrada para AB, se obtiene

it .’_:',.,;.;.“’. "~ i
d o G Taer=(1 200 1h) A, 840N
i P Tan = gy g [—(16 M + (8 ) + (11 fOk

BN v ¢ 7 Tap = —(640 Ib)i + (320 Ib)j + (440 Ih)k

\Li 4RE S %3 161 §j se representa con Aue al vector unitario a lo largo de AC, se obtiene en

Tan = @40 T)2, forma semejante
k : i
et AC _ 12001b—

Tac = TacAac = Tac _AT A

Tac = —(800 Ibki + (400 Ib)j — (800 Ib)k

Fuente libro de Beer Johnston

MEDELLIN
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Resultante de las fuerzas. La resultante R de las fuerzas ejercidas
por los dos cables es

R = Tan + Tyc = —(1 440 |b)i + (720 1b}j — (360 Ib)k
La magnitud y direccién de la resultante se determinan por:
R ="VR?+ R2 + RZ = V(—1 440)* + (720)® + (~360)*
R=16501 <

De las ecuaciones (2.33) se obtiene

R -14401h Ry +720 Ib
Q 6’_ = e = co— C - e
o R 163501b 088y = R = T6501b
o0 0. = M s ﬂlh
i 1650 1b
Calculando en forma sucesiva cada cociente y su arco coseno, se obtiene
A = 1508 6, = B4.1° 0. =1026° <4

Fuente libro de Beer Johnston
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EJEMPLO 3. CASO 3

PROBLEMA RESUELTO 2.9

Un cilindro de 200 kg se sostiene por medio de dos cables AB v AC que se
amarran en la parte mds alta de una pared vertical. Una fuerza horizontal P

perpendicular a la pared lo sostiene en la posicién mostrada. Determine la
magnitud de P y la tension en cada cable.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el punto A como cuerpo li-
bre, este punto estd sujeto a cuatro fuerzas, tres de las cuales xon de magmi-
tud desconocida.

Con la introduccion de los vectores unitarios i, j ¥ k. se¢ descompone
cada fuerza en sus componentes rectangulares,

P =M (0
W o —mgj = —(200 kgl (981 m/s%)j — —(1 962 N)j
* En el caso de Tou y Tac, o8 necesario_determinar primero las componentes
v las lnugnihuleh de los vectores AR y AC Ha-pru.\unl.-uu‘o con Au <l voctor
unitario a lo largo de AB, se escribe
AB = —=(L.2m}i <+ (10 m)j = (8 mk AB = 12.862 m
AB
-—a8__ . o, - 0.77 6
Aan 12.562 m 0.09330d 0.7775) + 0.6220k
Tan ™ TapAan = —0.00330T 4 pi + O.TT778T 4 h5) + 0.62207T sk (2)
Al representar con A, el vector unitario a lo largo de AC, se escribe en
forma semejante
AC = —(1.2 my + (10 m)j — (10 m)k AC = 14193 m
AC
- —— () 084551 0. 704 - 0.7
Aanc 19.193 m O 350+ 6j 7046k
Tac: = Tachac = —0.08455T ok + 0.7046T acj — 0.7046T 4k (3)
MEDELLIN
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Condicion de equilibrio.  Puesto que A esté en equilibrio se debe tener
2F = 0: Taig + Tac+P+W=0
o con la sustitucién de (1), (2) v (3) para las fuerzas y factorizando i, j y k,

(—0.093301:.\5 B 0-()8455TAC + P)i
+ (0.7773T 45 + 0.T046T o, — 1 962 N)j
+ (0.622()7‘,\” - 07046TA(-)k = {)

Al hacer los coeficientes de i, j y k iguales a cero, se escriben las tres ecua-
ciones escalares que expresan que la suma de las componentes x, y y = de las
fuerzas son, respectivamente, iguales a cero.

SF, = 0: —0.09330T 15 — 0.08455T s + P = 0
SF, = 0: +0.7775TAp + 0.7046 T — 1 962 N = 0
SF, = 0: +0.6220T o — 0.7046T 4. = O

Con la solucién de estas ecuaciones se obtiene

P=233N Trag=1402N Tr-=12383N <«

Fuente libro de Beer Johnston
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= MOMENTO DE UNA FUERZA
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El momento que causa una fuerza con respecto a un punto tiende a hacer
rotar el cuerpo.

Mo=rPsenf="Fd | | Mo=rXF:

M,

b) Mn T Fd
a)Mo=+ Fd
Fuente libro de Beer Johnston
b)
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Eje de momento Eje de momento

(a) (b)

www.google.com
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Q= MOMENTOS EN EL ESPACIO
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Momentos en 3D

~My El "pulgar” determina el
signo (sentido)
#Mg
H o
Mg ’
-M
7 &
www.google.com
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JTM PRODUCTO PUNTO
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7
Q P-Q=PQcosl P-Q = QP Conmutativo

Il [P @ +Q)=PQ +PQ Distributivo
' sc®”
> Es \(P)tfs Asociativa.... No aplicable !!

7

En componentes rectangulares

.0 = (Pl + Pi (0i+0i+ok [i=1 Ji=1 kk=I
P-Q=(Pi+Pj+Pk-(Qi+QJ+0kK (:j=0 J-km0 Kk-i=0

P-Q=P0, +P0, + PO,

Si Py Q son iguales
P-P=P:+P+P =P

www.google.com
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— PRODUCTO CRUZ
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3 et i b | L
ij=k [t} Mt -l
! Ui L, s i 1R ol

V=PXQ=(Pi+Pj+ Pk} X (Q,i + Q,j + Q:k)

V= (Psz e PzQy)i + <PzQx == xQz)j + (Pny 33 er)k

Fuente libro de Beer Johnston
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== PRODUCTO CRUZ POR DETERMINANTES

k

J
5 kAo

i
AXB=|A
B

X y Z
pE g e ] ke
Para el elemento i: . z| = i(A,B; — A;By)
x By ™NB;

Para el elemento j: = —j(AB, — A,B,)

Para ¢l elemento k: = k(A;B, — A;B;)

www.google.com
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PROBLEMA RESUELTO 3.4

Una placa rectangular estd apoyada por ménsulas en A y B y por un alambre
CD. Se sabe que la tensién en el alambre es de 200 N, determine el momento
con respecto a A de la fuerza ejercida por el alambre en el punto C.

SOLUCION

El momento M, de la fuerza F ejercida por el alambre en el punto € con
respecto a A, se obtiene a partir del producto vectorial

M, =rga X F (1)

donde re 4 o5 el vector trazado desde A hasta C,

Ko = AC = (0.3 m)i + (0.08 mk (2
0.08 m

vy F es la fuerza de 200 N dirigida a lo largo de CD. Al introducir el vector
unitario A = CD /CD, se escribe
\
_ o * o s CD
= FA = (200 N) 3
024 m T 3 ( CD )

Al descomponer al vector CD en sus componentes rectangulares, se tiene

C CD = —{0.3 m)i + (0.24 m)j — (0.32 m)k CD = 050 m

Si se sustituye este resultado en (3) se obticne

Fuente libro de Beer Johnston

MEDELLIN

; o s . OBRA
Instituto Te(n()log 10 Me“’opOI ITN0  INSTITUCION UNIVERSITARIA ADSCRITA A LA ALCALDIA DE MEDELLIN www.itm.edu.co oy

Almldiii Medellin



Institucion Universitaria

D _ 200N
F= 050 m (03 m)i + (024 m)j — (0.32 m)k]
= —(120 N)i + (96 N}j — (128 N)k (@)

98 S N+m! o
e ) Sustituyendo r¢ 4 y F en la ecuacién (1), a partir de las ecuaciones (2)

y (4) y recordando las relaciones (3.7) de la seccién 3.5, se obtiene

(768 Nem i
M, = rc/a X F = (0.3i + 0.08k) X (—120i + 96§ — 128k)
F = (200 N)A = (0.3)(9%6)k + (0.?)5- 128)( "‘j) + (0.08_)("]20)] + (0.08)(96)(—“
My=—(T68N-mli+(28SSN-m)j+ (288N -mk <
(255 N'm) k
c Solucion alternativa.  Como se mencion6 en la seccién 3.8, el mo-
mento M, puede ser expresado en forma de determinante:

i j k i § k
MA SX¢ XA Yo T Ya T T 8| = 0.3 0 0.08
F, F, F, ~120 96 -128

My, ==(THASN-m)i+ (288N -m)j+ (288N -mk <

Fuente libro de Beer Johnston
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PRINCIPIO DE TRANSMISIBILIDAD

Establece que las condiciones de equilibrio o de
movimiento de un cuerpo rigido permanecen
constantes si una fuerza F que actua en un punto
dad de un cuerpo se reemplaza por una fuerza F’
que tiene la misma magnitud y direccidén pero sobre
la misma linea de accion.

Fuente libro de Beer Johnston

Linea de accidon de la fuerza
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Institucion Universitaria TEOREMA DE VARINONG

s i I“‘ r

ol |
1

P T W

Mo =r%xF:

r=nxi+yj+zk
F=Fi+Fj+Fk

My = Mi+ i\lyj + g\[:k

Fuente libro de Beer Johnston
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— MOMENTO CON RESPECTO A UN EJE

I)()]'=PC()SO POL=P‘-COSGx+PyCOSOy+P:C056;

Mow, = N+ Mg = A+ (r X F)

donde Ay, A, A, = cosenos directores del eje OL
%, Y, = = coordenadas del punto de aplicacién de F
F.. F,, F, = componentes de la fuerza F Mo = N * (re X Fy)

Mor = A+ [(r; + rg) X (Fy + Fy)]
* =X'(r‘XF1)+A°(rlXF2)+X'(r2XF1)+);°(rZXF2)

Fuente libro de Beer Johnston
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Maz = N Mg =M (rgp X F)

M, = yF. - zF,
M, = zF ~aF,

Fuente libro de Beer Johnston

Instituto Tecnologico Metropolitano

donde A,, A,, A, = cosenos directores del eje BL

XA/B = XA — X Ya/B = Ya — Ys
E,, F,, F. = componentes de la fuerza F

Za/B = ZA —

ar ¥ .
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