3.11. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO
A UN EJE DADO : :

Ahora que se ha incrementado el conocimiento del 4lgebra vectorial, se
puede introducir un nuevo concepto: momento de una fuerza con res-
pecto a un gje. Considérese nuevamente la fuerza F que actda sobre un
cuerpo rigido y el momento Mo, de dicha fuerza con respecto a O (figu-
ra 3.27). Sea OL un eje a través de O; el momento Moy de F con respec-
to a OL se define como la proyeccion OC del momento Mo, sobre el eje
OL. Representando al vector unitario a lo largo de OL como A y recor-
dando, de las secciones 3.9y 3.6, respectivamente, las expresiones (3.36)
y (3.11) obtenidas para la proyeccién de un vector sobre un eje dado y
para el momento My, de una fuerza F, se escribe

Mop = N+ Mg =\ (n X ). (3.42)

lo cual demuestra que el momento My; de F con respecto al eje OL

es el escalar que se obtiene formando el producto triple escalar de A,

ry F. Expresando a My, en forma de determinante, se escribe

(3.43)

donde A, Ay, A, = cosenos directores del eje OL
x, y, 2 = coordenadas del punto de aplicacién de F
F,, F,, F, = componentes de la fuerza F

El significado fisico del momento My; de una fuerza F con res-
pecto al eje fijo OL se vuelve més evidente si se descompone a F en

componentes rectangulares F, y F, con F; paralela a OL y Fy, con-
tenida en un plano P perperidicular a OL (figura 3.28). En forma simi-
lar, descomponiendo a r en dos componentes r; y ry y sustituyendo a
F y aren (3.42), se escribe

Mor = X+ [(r; + 1) X (Fy + Fy)]
=)L'(r1XF1)+A'(r1XF2)+R'(r2XF1)+X'(I'2XF2)

Con excepcién del dltimo término del lado derecho, todos los produc-
tos triples escalares son iguales a cero, puesto que involucran a vecto-
res que son coplanares cuando se trazan a partir de un origen comtin
(seccién 3.10), se tiene :

MOL =X" (rg X Fg) . (3‘44)

El producto vectorial r, X F; es perpendicular al plano P y represen-
ta el momento de la componente F; de F con respecto al punto Q
donde OL interseca a P. Por tanto, el escalar My, el cual serd positi-
vo si ry X Fy y OL tienen el mismo sentido y negativo en caso con-
trario, mide la tendencia de F; a hacer rotar el cuerpo rigido alrede-
dor de OL. Como la otra componente F; de F no tiende a hacer rotar
el cuerpo alrededor de OL, se concluye que el momento Mo, de F con
respecto a OL mide la tendencia de la fuerza F de impartirle al cuer-
po rigido un movimiento de rotacién alrededor del eje fijo OL.
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Figura 3.29

A partir de la definicién del momento de una fuerza con respecto a
un eje, se concluye que el momento de F con respecto a un eje coorde-
nado es igual a la componente de Mg, a lo largo de dicho eje. Al sustituir
A de manera sucesiva en la ecuacién (3.42) por cada uno de los vectores
unitarios i, j y k, se observa que las expresiones asf obtenidas para los
momentos de F con respecto a los ejes coordenados son iguales, respec-
tivamente, a las expresiones obtenidas en la seccién 3.8 para las compo-
nentes del momento My, de F con respecto a O:

(3.18)

Se aprecia que de la misma forma que las componentes F,, F, y F, de
una fuerza F que actda sobre un cuerpo rigido miden, respectivamen-
te, la tendencia de F a mover el cuerpo rigido en las direcciones de x,
y y %, los momentos M,, M, y M; de F con respecto a los ejes coorde-
nados miden, respectivamente, la tendencia de F a impartirle al cuer-
po rigido un movimiento de rotacién alrededor de los ejes x, y y z.

En general, el momento de una fuerza F aplicada en A con res-
pecto a un eje que no pasa a través del origen, se obtiene seleccionan-
do un punto arbitrario B sobre dicho eje (figura 3.29) y determinando
la proyeccién sobre el eje BL del momento My de F con respecto a B.
Entonces, se escribe

My = N+ Mg =N eazp % F) (3.45)

donde r4/ = ry — rp representa al vector trazado desde B hasta A.
Expresando a Mp;, en forma de determinante, se tiene

i ) Yl lylg ;
Rl R (3.46)
'. e et LR Fx H F!;‘:..,._ ."-Fz- 3

TIFHE £

donde A,, A, A, = cosenos directores del eje BL

XA/B = XA — XB Ya/B = Ya — YB ZA/B = %A T ZB
F,, F,, F, = componentes de la fuerza F

Se debe observar que el resultado obtenido es independiente del pun-
to B seleccionado sobre el eje dado. De hecho, denotando con M¢, el
resultado obtenido con un punto C diferente, se tiene

Mcr =N+ [(ra — rc) X F]
=A-[(rs —rg) XF] + N« [(rpg —rc) X F]

Pero como los vectores A y rg — r¢ son colineales, el volumen del pa-
ralelepipedo que tiene por lados a los vectores A, rz — rc y F es igual
a cero, al igual que el producto triple escalar de dichos vectores (sec-
cién 3.10). Entonces, la expresién obtenida para M¢;, se reduce a su
primer término, el cual es la expresién empleada anteriormente para
definir a Mp;. De manera adicional, a partir de la seccién 3.6 se con-
cluye que cuando se caleula el momento de F con respecto a un eje da-
do, A puede ser cualquier punto a lo largo de la linea de acci6n de F.



PROBLEMA RESUELTO 3.5

Sobre el cubo de lado 4 actiia una fuerza P, como se muestra en la figura.
Determine el momento de P: a) con respecto a A, b) con respecto a la arista
AB y c) con respecto a la diagonal AG del cubo; d) con el resultado del in-
ciso ¢}, determine la distancia perpendicular entre AG y FC.

SOLUCION

a) Momento con respecto a A. Al seleccionar los ejes x, y y z como
se muestra en la figura, la fuerza P y el vector rgs, = AF, trazado desde A
hasta el punto de aplicacién F de P, se descomponen en sus componentes
rectangulares.

Fpja =ai — qgj = ali— Jj
P = (P/V2)j - (P/V2)k = (P/V2)(j - k)
El momento de P con respecto a A es igual a

My = rps X P =ali — j) x (P/V2)(j — k)
M, =(aP/V2)ii+j+k <

b) Momento con respecto a AB. Proyectando a M, sobre AB, se
escribe
Map =i M,y =i-(aP/V2)i+j+Kk o
My =aP/V2 4

Se verifica que, como AB es paralela al eje x, Mg también es la compo-
nente del momento M.
¢) Momento con respecto a la diagonal AG. El momento de P
con respecto a AG se obtiene proyectando a M, sobre AG. Denotando con
A el vector unitario a lo largo de AG, se tiene
_E_ai—aj—ak_ L.
A= = = =(1/V3)i-j-k
Mac=NMy=(1/V3)li—j— k) - (@P/V2)Ni+j+k)
Mo = @P/VE)(1 =1 -1) M= —aP/V6 4

Método alternativo. El momento de P con respecto a AG también
se puede expresar en forma de determinante:

W R X 1/V3 -1/V3 -1/V3
MAG = | Xi/a Yr/a ZF/A| < @ —a 0 = ‘ﬂPf\/é
F, F, F, 0 P/NV2 —-P/V2

d) Distancia perpendicular entre AG y FC. Primero se observa
que P es perpendicular a la diagonal AG. Esto se puede comprobar con el
producto escalart P+ X y verificar que dicho producto es igual a cero:

P-A=(P/V2(j-k - (1/Vi-j—k=(FVEO-1+1)=0
Entonces, el momento M, puede ser expresado como —Pd, donde d es la
distancia perpendicular desde AG hasta FC. (El signo negativo se usa puesto
que para un observador ubicado en G, la rotacién impartida al cubo por P

tiene el sentido del movimiento de las manecillas del reloj.) Recordando el
valor encontrado para M, en el inciso ¢), se tiene

Myc = —Pd = —aP/\V6 d=a/V6 4




RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

En los problemas correspondientes a esta seccion, se aplicard el producto escalar
o producto punto de dos vectores para determinar el dngulo formado por dos vec-
tores dados y para determinar la proyeccion de una fuerza sobre un eje dado. Tam-
bién se utilizard el producto triple escalar de tres vectores para encontrar el mo-
mento de una fuerza con respecto a un eje dado y para determinar la distancia
perpendicular entre dos lineas.

1. Cdlculo del dngulo formado por dos vectores dados. Primero se expresa
cada uno de los vectores en términos de sus componentes y se determinan las mag-
nitudes de los dos vectores. Después, se obtiene el coseno del dngulo buscado con
la divisién del producto escalar de los dos vectores entre el producto de sus respec-
tivas magnitudes [ecuacién (3.32)].

2. Cadlculo de la proyeccién de un vector P sobre un eje dado OL. En ge-
neral, se comienza con la expresién en términos de sus componentes de Py del
vector unitario X que define la direccién del eje. Se debe tener cuidado de que X
tenga el sentido correcto (esto es, de que X esté dirigido desde O hasta L). Enton-
ces, la proyeccién buscada es igual al producto escalar P - A. Sin embargo, si se co-
noce el dngulo 6 que forman Py A, la proyeccién también se puede calcular como
P cos 8.

3. Determinacién del momento My, de una fuerza con respecto a un eje
dado OL. Se definié a Mo;, como

M()L =A- Mo =A- (I' X F) (342)

donde X es el vector unitario a lo largo de OL y r es el vector de posicién desde cual-
quier punto sobre la linea OL hasta cualquier punto sobre la linea de accién de F.
Como fue el caso para el momento de una fuerza con respecto a un punto, elegir el
vector de posicién mds conveniente simplificaré los cdlculos. Ademds, también se de-
be recordar la advertencia de la leccién anterior: los vectores r y F deben tener el
sentido correcto y ser colocados en la férmula en el orden apropiado. El procedi-
miento que se debe seguir cuando se calcula el momento de una fuerza con respec-
to a un eje se ilustra en el inciso ¢) del problema resuelto 3.5. Los dos pasos esencia-
les en este procedimiento son: expresar primero a A, r y F en términos de sus com-
ponentes rectangulares para después evaluar el producto triple escalar A - (r X F)
con el fin de determinar el momento con respecto al eje. En la mayoria de los pro-
blemas tridimensionales, la forma mds conveniente para calcular el producto triple
escalar es emplear un determinante.

Como se mencioné anteriormente, cuando A esta dirigido a lo largo de uno de los
ejes coordenados, Moy, es igual al componente escalar de Mo a lo largo de ese eje.




4. Determinacion de la distancia perpendicular entre dos lineas. Se debe
recordar que la componente perpendicular F; de la fuerza F es la que tiende a ha-
cer que el cuerpo rigido gire alrededor de un eje dado OL (figura 3.28). Entonces se
concluye que

f‘rfOL e de

donde Mq;, es el momento de F alrededor del eje OL y d es la distancia perpen-
dicular entre OL y la linea de accién de F. Esta tltima ecuacién proporciona una téc-
nica simple para determinar d. Primero, supéngase que la fuerza F de magnitud cono-
cida F se encuentra a lo largo de una de las lineas dadas y que el vector unitario A se
ubica a lo largo de la otra linea. Después, calcule el momento My, de la fuerza F con
respecto a la segunda linea con el método que se present6 en los parrafos anteriores.
La magnitud de la componente paralela de F, F; se obtiene utilizando el producto es-
calar:

Fi=F-:\
El valor de F; se determina a partir de

F2= \l"]’.‘ﬂ"“Fl2

Por iiltimo, se sustituyen los valores de My, v Fy en la ecuacion Moy, = Faod v se re-
suelve para d.

Ahora se puede comprender que el célculo de la distancia perpendicular en el inci-
so d) del problema resuelto 3.5 se simplificé debido a que P era perpendicular a la
diagonal AG. Como, en general, las dos lineas dadas no serdn perpendiculares, la téc-
nica recién descrita se debe emplear cuando se desee determinar la distancia per-
pendicular entre ellas.
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Problemas

3.35 Dados los vectores P=—4i+8j—3k Q=9i—j— 7k v
$ = 5i — 6j + 2k, encuentre los productos escalares P+ Q, P+-S y Q- S.

3.36 Obtenga los productos escalares B- C y B' - C, donde B = B',
y utilice los resultados obtenidos para demostrar la identidad

cos acos B = 2coe (¢ +B)+ 2[(]5[(1“,8"

3.37 Se utilizan tres cables para sostener un contenedor como se mues-
tra en la figura. Determine el dngulo formado por los cables AB y AD.

0.36 m

Figura P3.37 y P3.38

3.38 Para sostener un contenedor, como se muestra en la figura, se
utilizan tres cables. Determine el angulo formado por los cables AC y AD.

3.39 Los elementos AB, BC y CD del marco de acero mostrado en la
figura estdn unidos en B y C, asegumdos mediante los cables EF v EG. Si E
es el punto medio de BC vy la tensi6n en el cable EF es de 110 Ib, ‘determine

a) el dangulo entre EF y el elemento BC, ) la proyeccion sobre BC de la
fuerza ejercida por el cable EF en el punto E.

3.40 Los elementos AB, BC y CD del marco de acero mostrado en la
figura estan unidos en B y C, asegurados mediante los cables EF y EG. Si E
es el punto medio de BC y la tensién en el cable EG es de 178 Ib, determine
a) el dngulo entre EG vy el elemento BC, b) la proyeccién sobre BC de la
fuerza ejercida por el cable EG en el punto E.



3.41 En la figura se muestra un mastil y parte de los aparejos de un
velero. Los elementos CD y EF pertenecen al mismo plano, CD tiene lon-
gitud de 7.5 m y forma un éngulo de 45° con una linea vertical que pasa por
C. Si cuando @ = 15° la tensién en la cuerda AB es de 230 N, determine
a) el dngulo entre las cuerdas AB y BD, b) la proyeccién sobre BD de la fuer-
za ejercida por la cuerda AB en el punto B.

3.42 En la figura se muestra un mistil y parte de los aparejos de un
velero. Los elementos CD y EF pertenecen al mismo plano, CD tiene lon-
gitud de 7.5 m y forma un dngulo de 45° con una linea vertical que pasa por
C. Si cuando 6 = 10° a tensién en la cuerda BD es de 250 N, determine
a) el éngulo entre la cuerda BD y el arpén CD, b) la proyeccién sobre CD
de la fuerza ejercida por la cuerda BD en el punto D.

3.43 Determine el volumen del paralelepipedo de la figura 3.25 si
a) P=(3 in)i— (4 injj+ (1 in)k, Q= —(7 in)i + (6 in.)j— (8 in.)k y
S=9in)i—2in)j— Bin)k b)P=—(5in)i— (Tin)j+ (4in)k Q=
(Bin)i — (2in)j+ (5in)k vy 8= —(4in)i+ (8 in.)j— (9in)k

3.44 Dados los vectores P= —3i —Tj+ 5k, Q=—-2i+j—4k y.

§ = 8i + §,j — 6k, determine el valor de S, para el que los tres vectores son
coplanares.

3.45 La plataforma rectangular tiene bisagras en A y B y se sostiene
mediante un cable que pasa, sin friccién, por un gancho colocado en E. Si la
tensién en el cable es de 1 349 N, determine el momento de la fuerza ejer-
cida por el cable en C respecto a cada uno de los ejes coordenados.

3.46 La plataforma rectangular tiene bisagras en A y B y se sostiene
mediante un cable que pasa, sin friccién, por un gancho colocado en E. Si la
tensién en el cable es de 1349 N, determine el momento de la fuerza ejer-
cida por el cable en D respecto a cada uno de los ejes coordenados.

3.47 Una cerca consiste en postes de madera y un cable de acero su-
jeto a cada poste y anclado al suelo en los puntos A y D. Si la suma de mo-
mentos, respecto al eje z, de las fuerzas ejercidas por el cable sobre los pos-
tes ubicados en By C es de —481b - ft, determine la magnitud de T, cuando
TBA =141h.

3.48 Una cerca consiste en postes de madera y un cable de acero su-
jeto a cada poste y anclado al suelo en los puntos A y D. Si la suma de mo-
mentos, respecto al eje y, de las fuerzas ejercidas por el cable sobre los pos-
tes ubicados en B y C es de 156 Ib - ft, determine la magnitud de Tp,4 cuando
TUD. = TS lb<

- Figura P3.47 y P3.48
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Figura P3.41y P3.42
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Figura P3.45 y P3.46
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: 3.49 Una fuerza P se aplica a la palanca de un tornillo de presién. Si P
pertenece a un plano paralelo al plano yz y M, = 26 N - m, M, = =23 N - m
y M. = —4 N - m, determine la magnitud de Py los valores de ¢ y 6.

125 mun

Figura P3.49 y P3.50

3.50 Una fuerza P se aplica a la palanca de un tomillo de presion. Si
P pertenece a un plano paralelo al plano yz y M, = =20 N-my M, = —3.5
N - m, determine el momento de M, de P respecto al eje x cuando 6 = 60°.

3.51 Elposte utilitario BC esti retenido por el cable AB como se mues-
tra en la figura. Si la magnitud de la fuerza ejercida por el cable en B es de
70 Ib, y el momento de esa fuerza respecto al eje x es de —763 Ib - ft, deter-
mine la longitud del poste,

Figura P3.51 y P3.52

3.52 Elposte utilitario BC estd retenido por el cable AB como se mues-
tra en la figura. Si los momentos de la fuerza ejercida por el cable en el punto
B respecto a los ejes x y z son, respectivamente, de =900 Ib - ft y =315 1b -
ft, determine la longitud del poste.



3.53 Elmarco ACD estd articulado en A y D y se sostiene mediante
un cable, el cual pasa por un anillo colocado en B y esti unido a ganchos en
G y H. Si la tensién en el cable es de 1 125 N, determine el momento, res-
pecto a la diagonal AD, de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BH
del cable.

3.54 El marco ACD estd articulado en A y D y se sostiene mediante
un cable, el cual pasa por un anillo colocado en B y estd unido a ganchos en
G v 1. Si la tensién en el cable es de 1 125 N, determine el momento, res-
pecto a la diagonal AD, de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BG
del cable.

3.55 Laseccién ABCD de una pasarela inclinada en voladizo mide 2.4
m de ancho y estd parcialmente sostenida por los elementos EF y GH. Si la
frierza compresiva ejercida por el elemento EF sobre la pasarela en el pun-
to F es de 24.3 kN, determine el momento de esa fuerza respecto al borde
AD.

Figura P3.55 y P3.56

3.56 La seccion ABCD de una pasarela inclinada en voladizo mide 2.4
m de ancho y estd parcialmente sostenida por los elementos EF v GH. Si la
fuerza compresiva ejercida por el elemento GH sobre la pasarela en el pun-
to H es de 21.3 kN, determine el momento de esa fuerza respecto al horde
AD.

3.57 Un tetraedro rectangular tiene seis lados de longitud a. Si una
fuerza P se aplica a lo largo del borde BC como indica la figura, determine
el momento de la fuerza P respecto al borde OA.

3.58  Un tetraedro rectangular tiene seis lados de longitud a. @) De-
muestre que dos bordes opuestos, como OA y BC, son mutuamente perpen-
diculares. b) Use esta propiedad y el resultado obtenido en el problema 3.57
para determinar la distancia perpendicular entre los bordes OA y BC.

Problemas 105

280 mun

700 mm

740 mm

400 mm

Figura P3.53 y P3.54

Figura P3.57 y P3.58



106 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes ; 3.59 Un mastil se monta sobre el techo de una casa usando la mén-
de fuerza

sula ABCD y lo sostienen los cables EF, EG y EH. Si la fuerza ejercida por
el cable EF en el punto E es de 29.7 Ib, determine el momento de esa fuerza
respecto a la linea que une los puntos D e [.

Detalle del montaje de la ménsnla

1.2 ft

Figura P3.59y P3.60

3.60 Un mastil se monta sobre el techo de una casa usando la mén-
sula ABCD y lo sostienen los cables EF, EG y EH. Si la fuerza ejercida por
el cable EG en E es de 24.6 b, determine el momento de esa fuerza respecto
a la linea que une los puntos D e 1.

3.61 Dos fuerzas F; y F; en el espacio tienen la misma magnitud F.
Demuestre que el momento de F; respecto a la linea de accién de Fy es
igual al momento de F; respecto a la linea de accion de F.

*3.62 En el problema 3.53, determine la distancia perpendicular en-
tre el tramo BH del cable y la diagonal AD.

*3.63 En el problema 3.54, determine la distancia perpendicular en-
tre el tramo BG del cable y la diagonal AD.

*3.64 En el problema 3.59, determine la distancia perpendicular en-
tre el cable EF v la limea que une los puntos D e L.

*3.65 En el problema 3.60, determine la distancia perpendicular en-
tre el cable EG y la linea que une los puntos D e .

*3.66 En el problema 3.55, determine la distancia perpendicular en-
tre el elemento EF y el borde AD de la pasarela.

*3.67 En el problema 3.56, determine la distancia perpendicular en-
tre el elemento GH y el borde AD de la pasarela.
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